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Zusammenfassung. Ziel des Seminars ist es, Borels Arbeit über die stabile Kohomolo-
gie von arithmetischen Gruppen und ihre Anwendungen auf K-Theorie von Zahlringen
zu verstehen. Als stabile Kohomologie arithmetischer Gruppen bezeichnet man dabei
die Betrachtung von Kohomologieringen H∗(Γn) für n→∞, wobei (Γn)n∈N eine geeig-
nete Folge arithmetischer Gruppen ist; zum Beispiel erhält man für jeden Zahlkörper K
eine solche Folge via Γn = SLn(OK).

(1) Strukturtheorie reeller halbeinfacher Liegruppen am Beispiel von SL(n,R) und
SL(n,C). Erkläre die Cartan- und Bruhat-Zerlegungen [5, Ch. VI], [7, Ch. 2].
Behandele dann die Kohomologie symmetrischer Räume: Erkläre kompakte und
nicht-kompakte Formen symmetrischer Räume besonders für die Gruppen SLn(R)
und SLn(C). Zeige, daß die Kohomologie kompakter symmetrischer Räume durch
invariante Formen berechnet wird. Zeige, daß invariante Formen harmonisch sind
[4, Ch. 5], [5, Ch. IV, Exercises and further results B].

(2) Der Satz von Matsushima [6]: Zeige, daß die Kohomologie eines kompakten lokal-
symmetrischen Raumes in kleinen Graden durch invariante Formen dargestellt
wird.

(3) Harmonische Formen: Zeige für einen lokalsymmetrischen Raum endlichen Volu-
mens (und für allgemeinere vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeiten), daß
die Abbildung von gewissen L2-harmonischen Formen in die Kohomologie (in
kleinen Graden) injektiv ist. Schließe daraus, daß die Abbildung von invarianten
Formen in die Kohomologie in kleinen Graden injektiv ist [1, Prop. 2.5, 3.6].

(4) Der Satz von Garland [1, Thm. 3.5]: Zeige für einen lokalsymmetrischen Raum
endlichen Volumens, daß die Abbildung von invarianten p-Formen in die Koho-
mologie surjektiv ist, falls im Grad p alle Klassen durch quadratisch integrierbare
Formen repräsentiert werden können.

(5) Strukturtheorie algebraischer Q-Gruppen: Was ist der Q-Rang? Beispiele von
arithmetischen Gittern in halbeinfachen Liegruppen [9, Ch. 5].

(6) Beschreibe die Borel-Serre-Kompaktifizierung als Mannigfaltigkeit mit Rand [3,
Sec. 6].

(7) Riemannsche Geometrie der Borel-Serre Kompaktifizierung im Unendlichen: Dif-
ferentialformen auf Siegelgebieten, logarithmisches Wachstum, quadratische In-
tegrierbarkeit [1, Sec. 4–7].
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(8) Konstruiere einen Komplex feiner Garben auf der Borel-Serre-Kompaktifizierung,
welcher die konstante Garbe auflöst, und dessen globale Schnitte in kleinen Gra-
den quadratisch integrierbar sind [1, Sec. 6–7.]. Schließe daraus, daß die Abbil-
dung von invarianten Formen auf die Kohomologie in kleinen Graden bijektiv
ist.

(9) Stabile Kohomologie von arithmetischen Gruppen: Berechne die stabile Koho-
mologie von SLn(OK) für Zahlkörper K als Ring [1, Sec. 11–12].

(10) Quillen K-Theorie: Erkläre die Definition höherer K-Theorie von Ringen durch
Quillens +-Konstruktion [8, Ch. IV]. Gib einen Überblick über ganzzahlige Er-
gebnisse zu K0 und K1 von Zahlringen.

(11) Die rationale K-Theorie von Zahlringen: Erkläre die Struktur der rationalen Ko-
homologie von h-Räumen als freie gr-kommutative Algebra über den primitiven
Elementen und den Zusammenhang mit der rationalen Homotopie [4]. Bestimme
die primitiven Elemente in der Kohomologie arithmetischer Gruppen und schlie-
ße den Hauptsatz von Borel über die Berechnung von Ki(OK)⊗Q für i ≥ 2.

(12) Regulatoren: Konstruiere via Liealgebrakohomologie explizite Erzeuger der re-
ellen Kohomologie des K-Theoriespektrums und damit die Borelregulatorabbil-
dung [4]. Erkläre den Zusammenhang mit der Chern-Weyl-Theorie. Für einen
Zahlring R gibt es auf K∗(R) ⊗ R drei rationale Strukturen induziert von der
Liealgebrakohomologie, den kompakten symmetrischen Räumen und von K∗(R)
selbst. Erkläre diese Strukturen und vergleiche die ersten beiden [2].

(13) Zetawerte: Diskutiere das Hauptergebnis und dessen Beweis von [2] über den
Vergleich der rationalen Strukturen auf det(Kp(R)⊗R) und speziellen Zetawer-
ten.
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